UMA INTRODUGAO AO ESTUDO DAS FUNC}()E$ MATEMATICAS.
PROF. ILYDIO PEREIRA DE SA

1) CRIPTOGRAFIA E FUNGOES MATEMATICAS

Um dos problemas encarados como um passatempo até poucos anos atras, e que se tornou de
importancia crucial atualmente, é o de transmitir mensagens codificadas ou, em termos técnicos,
criptografar mensagens. Quem ja leu o livro “O Cédigo Da VinciOcom certeza ja se deparou com
codigos criptografados. Este problema, bem atual, surge e revela toda a sua importancia quando é
necessario enviar por meio de uma rede de computadores dados sigilosos: saldos e senhas
bancarias, informacdes pessoais, nimero de cartdo de crédito, etc. E preciso criar, entdo, meios
seguros de transmitir esses dados de modo que somente pessoas autorizadas tenham acesso a
eles.

O primeiro passo para que seja criado um codigo seguro € estabelecer, de alguma maneira pré-
determinada, uma correspondéncia entre letras e numeros. Vamos usar esse exemplo para que
vocé tenha uma nocgéo inicial sobre um importante conceito matematico — as fungoes.

Existem muitas formas de se definir tal correspondéncia, a mais simples das quais é dada pela
tabela abaixo:

Letras abcdefghi j I mn o p q r s|t uvi x z
Numeros 1234567 89 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Essa tabela define uma correspondéncia que associa a cada letra do nosso alfabeto, um unico
numero natural entre 1 e 23.

» Por essa correspondéncia, qual letra esta associada ao numero 15?

« Qual o numero correspondente a letra x ?

» Vocé é capaz de estabelecer uma correspondéncia que associe as letras do alfabeto aos
nuameros naturais diferente dessa?

Nesse exemplo, o problema de transmitir mensagens codificadas foi reduzido, simplesmente, ao
problema de associar a cada letra do alfabeto um Unico nimero natural, de acordo com uma regra
conhecida. A correspondéncia ou regra, estabelecida acima, define uma fungédo matematica.

Uma funcdao matematica é, em esséncia, uma forma especial de se fazer uma
correspondéncia entre elementos de dois conjuntos.

E claro que, para transmissdo de mensagens, ndo se pode usar um cédigo tdo simples assim. O
sigilo dos dados nao estaria garantido, porque seria muito facil descobrir a chave do cédigo e
entdo, decodificar a mensagem. Por isso, em geral, depois dessa primeira etapa, em que se faz
corresponder letras a numeros de maneira simples, os numeros obtidos sdo ainda operados
algebricamente usando-se regras conhecidas somente pelo receptor e pelo transmissor da
mensagem.

Suponha que ao numero obtido, usando-se a tabela anterior, seja somado 4 unidades e o
resultado multiplicado por 3.

« Apoés esta segunda etapa qual seria 0 novo numero associado a letra x ?

» Qual letra corresponderia ao numero 427?

» Se yrepresenta uma letra qualquer do nosso alfabeto, a qual esta associada, pela primeira
parte deste cédigo, 0 numero w, entre 1 e 23, qual seria o valor final associado a y, apés a
aplicagao das duas etapas do cédigo descrito acima?

« Use este codigo para "transmitir" a palavra mar.



Objetivo:

Para responder as perguntas propostas no exemplo anterior, € preciso encontrar uma relagéo
entre as variaveis envolvidas no problema, naquele caso, letras do alfabeto e niUmeros naturais. A
matematica, no curso de Administragdo de Empresas, tem como preocupag¢ao maior o estudo das
correspondéncias que relacionam as diversas variaveis que aparecem num problema. Mais
especificamente, ao estudo das fungoes e seus graficos.

Il) Questoes iniciais, para analise e discussao:

Questao 1:
O grafico abaixo nos mostra o perfil de desempenho de duas turmas, A e B, no ano de 2005, em
Matematica.
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Questao 2:

Um depésito, contendo inicialmente 600 litros de agua, dispdes de uma valvula na sua parte
superior. Um dispositivo foi utilizado para registrar o volume de agua no reservatorio, a cada
instante, a partir do momento em que a valvula foi aberta. Os valores obtidos durante a operagao
permitiram construir o grafico do volume em fungéo do tempo (FUVEST — SP)
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a) Quantos minutos decorreram até o volume da agua existente no depdsito cair a
metade?

b) Em quanto tempo o depésito fica vazio?

Questiao 3:



Vamos supor que os taximetros cobrem R$ 3,50 de bandeirada inicial e mais um valor de R$
0,50 por quildmetro rodado. Responda ao que se pede:

a) Quanto custara uma viagem de 3 km?
b) E uma viagem de 6 km?
¢) Qual o valor que seria cobrado por uma viagem menor do que 1 km ?

d) Qual a expressdo matematica que representa o custo da viagem ©, em fungéo dos quildmetros
percorridos (k)

e) Como vocé representaria, graficamente, essa relacao entre as variaveis C e k ?

IIT) O Conceito de Funcao

Encontramos o uso de fungédo nos mais variados assuntos. Por exemplo, o prego a ser pago numa
conta de luz depende da quantidade de energia consumida, para cada quantidade de energia
temos um precgo definido. Na tabela de pregos de uma loja, a cada produto corresponde um
determinado preco.

Para resolver problemas analogos aos propostos nos exemplos anteriores, precisamos sempre
deduzir uma lei ou férmula matematica que determine, precisamente, a relagao entre as variaveis
envolvidas em cada caso. Essa lei ou correspondéncia é o que chamamos, em matematica de
fungao. Resumindo:

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Uma fungdo f definida em A, assumindo
valores em B, é uma regra ou lei de correspondéncia que associa a cada elemento do
conjunto A um unico elemento do conjunto B .

Em particular, se os conjuntos A e B forem conjuntos de nimeros reais, a cada numero real x de
A , deve corresponder, pela f, um Unico numero real yem B .

O conjunto A dos valores permitidos para x chama-se dominio da fungdo e o conjunto dos
valores correspondentes de y chama-se imagem da funcao. O conjunto imagem, portanto, € um
subconjunto de B . O conjunto B € denominado contradominio de f.

Costuma-se chamar x de variavel independente, porque ela é livre para assumir qualquer valor do
dominio e chamar y de variavel dependente, porque seu valor depende da escolha de x.

Observe que, na definicdo de funcao, exigimos que a cada elemento do dominio, seja associado
um udnico (um e apenas um) elemento da imagem.

Uma fungado pode sempre ser representada graficamente ou por uma sentenga (como vimos nos
exemplos anteriores) que relacione as duas variaveis envolvidas. A sentenga que representa uma
fungéo costuma ser simbolizada por y = f(x).



Exemplo:
Considere os conjuntos A={0, 2, 4} e B={0, 1, 2, 3, 4} e a fungao f: A = B, definida pela lei f(x) = g

Apresentando f por um diagrama de flechas, temos:

A B

1

Entado, para uma fung¢ao f de A em B, definimos:

> Dominio: E o conjunto de todos os elementos pertencentes ao conjunto A. Indicamos esse

conjunto por D(f). No exemplo, D(f) = A.

> Contradominio: E o conjunto de todos os elementos pertencentes ao conjunto B. Indicamos

esse conjunto por CD(f). No exemplo CD(f) = B.

> Imagem: E o conjunto formado pelos elementos de B que estdo associados aos elementos de
A, de acordo com a lei dada. Indicamos esse conjunto por Im(f). No exemplo, Im(f) = {0, 1, 2}.

Observemos que Im(f) € um subconjunto de CD(f), isto &, Im(f) < CD(f).

Indicamos uma funcdo f de A em B por f: A= B (que se |é: f é funcdo de A em B) ou f: x>y
(que se |é: “f é fungédo de x em y”).

Como x e y tém seus valores variando nos conjuntos A e B, estes recebem 0s nomes de variaveis.
Uma funcao f fica definida quando sdo dados seu dominio, seu contradominio e a lei de
associagao y = f(x).

Toda vez que uma funcdo f for dada apenas por uma sentenga matematica y = f(x) fica

subentendido que a fungao esta definida de R em R, ou seja, o seu dominio & subconjunto de R
(conjunto dos numeros reais) e o seu contradominio também.



IV) Um pouco de historia

Em termos intuitivos, uma funcao € uma regra ou lei que nos diz como duas ou mais quantidades
variam entre si.

Ja no século XllI, os filésofos medievais - que seguiam a escola de Aristoteles - discutiam a
quantificagdo de formas variaveis. Entre tais formas, eles estudavam a velocidade de objetos
moveis e a variagao da temperatura de ponto para ponto de um sdlido aquecido.

No século XIV, Oresme - tedlogo e matematico francés - tem a brilhante idéia de tragar uma figura
ou grafico das grandezas que variam. Esta foi, talvez, a primeira sugestdo do que hoje é chamado
de representagao grafica de uma fungao.

Em particular, Descartes verificou que uma relagédo algébrica do segundo grau tinha como imagem
grafica uma curva cbnica, isto é, uma elipse, uma hipérbole, uma parabola ou uma circunferéncia.
A Descartes devemos os graficos mais usados na matematica, que usam dois eixos
perpendiculares para representar as variaveis do problema — sao os graficos Cartesianos.

Fermat também estudou as conicas e estabeleceu que as retas sao as curvas descritas por meio
de uma relagéo algébrica de primeiro grau.

O estudo desses dois génios contribuiram, significativamente, para estabelecer os fundamentos
que permitiram, mais tarde, o desenvolvimento da teoria do Calculo Diferencial e Integral, por
Newton e Leibniz.

Exercicios:
1) Considere os conjuntos A ={0,1,2,3}e B ={0, 1, 2, 5, 10, 12}. Represente aztravés de um
diagrama e através de um grafico cartesiano, a fungcido definida por y = f(x) = x + 1. Qual o

dominio e o conjunto imagem dessa fungao?

2) Os diagramas representados abaixo representam ou ndao uma fungao? Justifique a sua
resposta.

a)
A B

b)
0 gl
1
2 2
3
4




V) Construcao de graficos

Para construir um grafico cartesiano de uma fungao f, basta atribuir valores do dominio a variavel

X €, usando a sentenca matematica que define a fungao, calcular os correspondentes valores da

variavel y.
Os passos para construgao de um grafico de uma fungao sao:
FORMULA |=>| TaABELA |C=> MASCS:AR —> PCL)IS%SO(EE
PONTOS FOR O CASO)
EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Represente graficamente as fungdes definidas de R em R:
a) y=2x
b) y=3
c) y=x'-1

2) Considere os conjuntos A ={0,1,2,3}e B ={0, 1, 2, 5, 10, 12}. Represente através de um

diagrama e através de um grafico cartesiano, a fungao definida por y = f(x) = x2 + 1. Qual o
dominio e o conjunto imagem dessa fungdo? Qual a solugédo da equacéo f(x) = 10?7 E da equacgao
f(x) = 12? Qual o valor de f(4)?

3) Os diagramas representados abaixo representam ou ndo uma fungao f: A — B? Justifique a sua
resposta. Quais deles seriam fungdes g: B —» A?




4) Considere uma funcéo f, definida por: f R— R f (x) = 2X + 2. Obtenha:
a) o valor de f(0) b)o valordef(1) c) o valor de f(2)
d) o valor de f(-1) e) o valor de x para que se tenha f(x) = 10

5) Um estudo sobre o problema do desemprego na Grande Sao Paulo, no periodo 1985-1996,
realizado pelo SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte grafico sobre taxa de desemprego:
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Fonte: SEP, Convénio SEADE-DIEESE.

Pela analise do grafico, é correto afirmar que , no periodo considerado:

a) a maior taxa de desemprego foi de 14 %

b) ataxa de desemprego no ano de 1995 foi a menor do periodo

c) a partir de 1992, a taxa de desemprego foi decrescente

d) no periodo 1985-1996, a taxa de desemprego esteve entre 8 % e 16 %

6) Em uma prova de 100 metros rasos, o desempenho tipico de um corredor padrao &

representado pelo grafico a seguir:
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Baseado no grafico, em que intervalo de tempo a velocidade do corredor é aproximadamente

constante?
a) entre 0 e 1 segundos b) entre 1 e 5 segundos
c) entre 5 e 8 segundos d) entre 8 e 11 segundos

7) Para convencer a populacao local da ineficiéncia da Companhia Telefonica Vilatel na expanséo
da oferta de linhas, um politico publicou no jornal local o grafico |, abaixo representado. A
Companhia Vilatel respondeu publicando dias depois o grafico Il, onde pretende justificar um
grande aumento na oferta de linhas. O fato é que, no periodo considerado, foram instaladas,

efetivamente, 200 novas linhas telefonicas.

Gratico | Gratico 1l
-'1|I|.l.|::::;:'|'||| i
.40
2.1a0
ERLY
--____'___::ll-'—_""-.l 2 0450
S e ! i
I boceso g 2.6 -
Jan Ap A0 Der Jan

Analisando os graficos, pode-se concluir que:

a) o grafico Il representa um crescimento real maior do que o do grafico |

b) o grafico | apresenta o crescimento real, sendo o Il incorreto

c) o gréfico Il apresenta o crescimento real, sendo o gréfico | incorreto

d) a aparente diferenga de crescimento nos dois graficos decorre da escolha das diferentes

escalas



8) O numero de individuos de certa populacao é representado pelo grafico abaixo.
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Em 1975, a populagao tinha um tamanho aproximadamente igual ao de:
a) 1960 b) 1963 <c) 1967 d) 1970

9) Dada a fungéo f: IR—* IR definida por:

x> +3, sex<3

3x-2, sex>3

f(x) ={
Determinar: f(0), f(-4), f(2) e f(3) e f(10).
10) Dada a fungéo f: IR—* IR definida por:

x> -2, sex<3
f(x)=42"+1, se3<x<5

VX +3, sex>5

Determinar: f(0), f(3), f(4), f(5), f(6)



