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llydio Pereira de Sa

GeoGebraé um software de matematica que relne geometgabra@ ¢
célculo. O seu autor é o profesMarkus Hohenwarter da Universidade
Salzburgcna Austria. Por um lado, @eoGebraé um sistema de geomet
dinAmic: e permite realizar construcdes tanto com pontos, vet
segmentos, retas, secg¢des cbnicas como com furguiespodem se
modificadas dinamicamen

Por outro lad, podemosinserir equacdes e coordenadas diretar através
de um campo especifico para Assim, o GeoGebraoferece a
possibilidad de trabalhar com variaveis vinculadas a numerogmres €
pontos, permitindodeterminar derivadas e integrais de fun, oferecendo
um conjunto de comandos préprios da andlise maiea.

Estas duas perspectivas carazam 0GeoGebrauma expressao rjanela
algébricacorresponde-se com um objeta janela de desenfou janela de
gréficos e vic-versa.Fonte: www.geogebra.at

Abaixo temos, na figura 1, a tela inicial do Geofaebom a definicdo das suprincipais

partes.

E Geolielea [=10] x|
ﬁrw Ediar Exibir Opgdes Janela Ajuda
[{t | -A # | .' | .o_... .--:’ .-'J &;T-I—| va. 1 |
i stesin . N ; '\
] Objelns awdianes A :
| Barra de ferramentas |
ﬁ' A]’C{l dC-
<81¢ia CC trabalho
Algebra e |
ModoMover Kiy=1i1
'_?J Entrada: “ EEI'ZG"E’JJ j

Figura 1: Tela inicial do GeoGebra com seus carr



Observamos que a janela inicial esta dividida easda esquerda a parte algébrica, que pode
ser fechada se necessario, e a direita, onde deaoros area de trabalho, a parte geométrica.

Para reativar a parte algébrica basta ir ao itabiredo menu e clicar em "janela de algebra”.
Neste mesmo item podemos ativar/desativar os e&osalha e o protocolo de construcéo.
Na tela inicial ainda temos a barra de ferramentas:
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Cada icone desta barra tem varias opcoes, rela@sram as funcdes descritas na janela.
Estas opcdes sdo acessadas clicando na seta do iotarior direito de cada icone.
Exploraremos algumas delas na sequéncia, paracanin@s seus nomes e utilidades.
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. Ponto Médio ou Centro

As opc¢Oes do icone ponto sao as seguintes:

A
® Novo ponto

Para cria-lo vocé precisa clicar primeiro no icoeegepois na parte geométrica. Apds a
representacdo grafica do ponto, as suas coorderg@ascem na parte algébrica, se ela
estiver ativada.

>(Interse(;é\o de dois objetos

Atraves da selecdo de duas curvas quaisqer, chaaeske icone, estaremos definindo seus
pontos de intersecdo. Interessante que os aluniesgmverificar através da solucéo do
sistema formado pelas equagdes, se as coorderadasem com as exibidas na janela
algébrica.
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* Ponto médio ou centro
Para utilizar esta ferramenta, clique em:

em um segmento para encontrar seu ponto medio;
em uma secg¢ao conica para obter seu centro.

Teremos a seguir a apresentacdo das opcdes ddcoadada barra de ferramentas. Nao
vamos detalhar o uso de cada ferramenta pois i@red que, através da pratica, da
investigacdo e dos exemplos que mostraremos enidaggu estudante descobrira o uso

adequado de cada funcdo.
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Trabalhando com o GeoGebra

Atividade 1: Construindo uma circunferéncia circungrita a um triangulo
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A) Usando o mouse e a janela grafica

Escolha o modo “poligono” na barra de ferramerfEas.seguida, gere um tridngulo
qualquer ABC, lembrando que para gerar um poligdegemos clicar na area de trabalho
para a definicdo dos vértices e depois clicar n@rdaenno primeiro vértice gerado para fechar
o ciclo.

f
“ . Escolha em seguida o modo “mediatriz” e construmediatrizes de dois lados desse
triangulo para a definicdo do Circuncentro.

>\/ Usando agora o modo ‘“intersecdo de dois objetosévdeve clicar nas duas
mediatrizes geradas para a obtencdo do circuncesgrdesejar renomear esse ponto, clique
sobre ele com o botéo direito do mouse e escolipg@o “renomear”.
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U Para finalizar a construcdo, vocé escolhe agaoredo “circulo definido pelo centro e

por um de seus pontos”. Nesse caso, deve primkdar 00 centro e depois em algum dos

vértices do triangulo.

[’5 Para verificar as vantagens da geometria dinanocé pode escolher o modo “mover”
e, usando o mouse, modificar a posi¢cado de qualguedos vértices do triangulo e constatar
as modificacdes geradas na construcao feita. No eggecifico do circulo circunscrito, 0s
alunos poderdo investigar o que ocorrera com adgul® quando o circuncentro estiver

“fora”, “dentro” ou sobre um dos lados do triangulo

Se desejar “apagar” algum objeto auxiliar, como asediatrizes, por exemplo, vocé clica
com o botéo direito do mouse sobre o objeti, ddgabdo a opcgéo “exibir objeto”.

B) Usando o campo de entrada de texto
Vocé pode fazer qualquer construcdo partindo dopoade entrada de texto e digitando
coordenadas e comandos que definem as construedemdas. Vejamos como poderiamos

construir o circulo circunscrito a um trianguloando essa opc¢éao.

Vocé primeiro deve iniciar uma tela nova escolheadipcao “arquivo — novo”. O software
vai perguntar se vocé deseja gravar a construfi@cefa opcao é sua.

Apos cada linha de comando usada no campo de t@dé,deve precionar a tecla “ENTER”.

Vamos definir primeiro os trés véertices e o trilogyerado por eles.

A=(2,3)
B =(8,5)
C = (-1,-2)

Poligono [A,B,C]

ma = Mediatriz [a]

mb = Mediatriz [b]

M = intersecdo [ma,mb]
Circulo [M,A]



Interessante obervar que esse software tem maoca dipl acdo. Podemos partir da
representacdo geométrica o obter a representagéiariah ou vice-versa.

Atividade 2: Tangentes a uma circunferéncia, passao por um ponto externo
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A) Usando o mouse e a janela grafica
O . o
-~ vOCé deve primeiro construir um circulo qualquer.
| .A
# em seguida, marcar um ponto qualquer, fora dailoirc
#~" finalmente, na quarta janela de icones, escolhamigio “tangentes”, vocé primeiro

clica no circulo e depois no ponto A.
B) Usando o campo de entrada de texto e 0 mouse

Os dois primeiros comandos anteriores poderiaragestituidos pela equagédo de uma
circunferéncia e pelas coordenadas do ponto A. &periltimo comando seria mantido e
usariamos o0 mouse.



Vejamos um exemplo.

Digite no campo de entradde texto a equacdo de uma circunferéncia. Por dremp
(x — 2¥ + (y — 3f = 25. Em seguida, tecle ENTER. Uma dica, vocé macdeir o expoente 2
clicando na lista que se encontra a direita do caslepentrada de texto.

Digite as coordenadas do ponto externo. Por exempl@10,2). Em seguida, tecle ENTER.
A etapa final € a mesma feita no item anteriorndeap mouse.
Interessante usar a opc¢. [’5 "mover objetos” e variftc que ocorre com a equagao da

circunferéncia e das retas tangentes (na janethiadg). Pode-se verificar, como € ébvio, que
se o ponto A ficar dentro da curva, as tangentsapecerao automaticamente.

Atividade 3: Obtendo a area de um poligono

Quando vocé constréi um poligono qualquer surgamela algébrica os valores, em cm dos
comprimentos de seus lados e o valor, erh densua area. Se desejar explicitar essa area na
janela geométrica, € so clicar na opcao area gsteaxa oitava janela de icones. Em seguida,
cligue no poligono construido e em qualquer poetseal interior.

Exemplo: Construa o triangulo de coordenadas A,8),(®B = (6,0) e C = (3,4). Em seguida
determine a sua area.

Area ACB = 12

Escolhemos um exemplo bem 6bvio para que possaentdiear a exatiddo do resultado. Na
janela algébrica aparece também esse valor da eardas comprimentos dos lados do
triangulo.

A construcao seria pela janela de entrada de textas final, pelo uso do mouse. Vejamos:

A = (0,0), ENTER
B = (6,0), ENTER
C = (3,4), ENTER



em?
. . . Area . . .
Em seguida, clicar no icon = , que aparece na ojenaa de icones (janela de
ferramentas na parte superior). Voltando a parédiagr, clicar sobre o triangulo e em
gualquer ponto de seu interior.

Atividade 4: Vefificando um teorema: Teorema de Naple&o

Um interessante teorema, que € atribuido a Napd@es@aparte (Que o teria enunciado e
demonstrado em 1787), afirma que:

Se construirmos um triangulo qualquer e, sobre aadade seus lados
construirmos trés triangulos equilateros, o tridmdarmado pelos baricentros
desses triangulos equilateros sera tambémilatero, independentemente da
natureza do triangulo inicial.

Com o auxilio do GeoGebra, podemos fazer essarogést e mostrar a veracidade desse
teorema.

Essa construcdo vamos deixar como exercicio, lemdbrapenas que para construirmos o0s
. s . . COmpasso

triangulos equilateros iniciais, podemos usar QnEr , que se encontra na
sexta janela de icones da barra de ferramentasmcBe2 professor, seu aluno podera “mexer”
a vontade com o tridngulo inicial e constatar, gaeela algébrica, que o triangulo formado
pelos baricentros (em rosa na figura abaixo — Mh&)manecera sempre com os trés lados de

mesmo comprimento.



Atividade 5: Estudo de funcgdes polinomiais

Outro importante recurso do GeoGebra permite astigecdo de raizes, extremos locais e
pontos de inflexdo de uma fung&o polinomial.

Por exemplo, vamos digitar na caixa de texto a&anffx) = ¥ — 3¢ + 1, em seguida
ENTER.

Vamos digitar agora N = Raiz[f]. ENTER. Surgirdografico todas as raizes da funcéo. Para
aparecer no grafico os valores reais dessas raigesmos clicar com o botéo direito em cada
uma delas, clicar em propriedades e na janela cbasiscolher a opcao rétulo “nome &
valor”.

Em seguida digitamos E = Extremol[f], ENTER. Aparéoeos pontos de maximo ou minimo
locais. Vale o mesmo procedimento anterior dasrgrdades para que as coordenadas desses
pontos aparecam no grafico.

Finalmente diditamos W = Pontodelnflexao[f] e, se& & caso, aparecerdo os pontos de
inflexéo da curva.

O grafico desse exemplo ficara com o seguinte &spec



Atividade 6: Interpretagcéo da fungéo derivada

Este € um importante recurso do GeoGebra e que, aateza, ira facilitar muito aos
iniciantes em Célculo no entendimento e interpésiago significado da derivada de uma
funcéo.

Vamos usar para nosso exemplo a funcdo f(x) = se® xGeoGebra tem um recurso
interessante de geometria dindmica que é o delitaalvastro”. Com esse recurso podemos
visualizar o lugar geométrico definido por um pomtével qualquer.

Escreva o comando f(x) = sin (X) no campo de eatdidtexto e, em seguida, ENTER.

Escolha a opcao novo ponto e cliqgue num ponto gealda curva.

Escolha a opcéao tangentes, em seguida clique ndo pAne na funcao f.
Imediatamente sera tracada a reta tangente a darftancédo, no ponto A. Na janela algébrica
surge também a equacao da reta tangente. Cliqueodmotéio direito do mouse sobre a reta
tangente e escolha a opcao renomear e digite t.

Digite agora o comando s = Inclinacdo [t]. Imedia¢ate ird surgir um triangulo com a
inclinacdo da reta tangente. Se estiver usanddasse; € um bom momento para comparar o
valor que surgiu no grafico com os parametros dagip da reta t.



Digite o comando B = x ((A), s) — que gera o vedoetor da reta tangente e, em seguida,
clicando em B com o botéo direito do mouse, masgapgao “habilitar trago”.

Escolha agora o modo “mover” e arraste o ponto Aoago do grafico da fungéo f. O
rastro gerado pelo ponto B vai gerar uma curva.

Finalize a investigacao digitando Derivada [f]. Ag@ s6 comparar com o traco gerado pelo
ponto B e tirar as conclusdes cabiveis.

Atividade 7: Interpretacéo da fungéo derivada — outo exemplo

Como exercicio, clique duas vezes sobre o graficludcédo f do item anterior (qQue ainda ndo
apagou da tela). Vai agora surgir uma tela de teatn a equacao de f. Mude essa equacao
para outra qualquer, por exemplo x3 - 2 x2 e \quidi a mudanca imediata do grafico anterior,
do traco gerado pelo ponto B e da funcao derivAdigedito ser um recurso muito importante
para uso em sala de aula.



Atividade 8: Construgdo do grafico de uma funcéo é de sua derivada f’

Entendido o significado da funcédo derivada, podeessstruir diretamente o grafico de uma

funcdo qualquer e de sua funcdo derivada. Se mlasisobre o grafico das fungbes com o

botdo direito do mouse, escolhendo a opcao “prdades”, podemos mudar cor, espessura e
forma do trago, solicitar a escrita da expressatitaoa da funcao, etc.

Para exemplo, usaremos a funcéo f(x) = In (x).
Digite o comando f(x) = In (x) na janela de texto.
Digite Derivada [f]

Pronto, temos o grafico da funcdo pedida e tambéie sua funcdo derivada. Agora é sé
escolher cores, tracos, etc.



Atividade 9: Construindo uma funcdo e uma de suasrimitivas (integral).

Analogamente ao que fizemos no exercicio 7, poddgambém construir o grafico de uma
funcéo f(x) e o gréfico de uma de suas primitivds. padrdo do software € considerado o
valor zero como a constante de integracéo.

Como exemplo, vamos construir o grafico da fungsip $ x* — 5x + 6 e vamos solicitar o
grafico i, de sua integral indefinida.

Na caixa de texto, digite f(x) Zx 5x + 6 e, em seguida, ENTER.

Digite i = Integral [f]



Atividade 10: Integral Definida

O GeoGebra permite ainda o céalculo da Integrahdaifientre dois pontos (x = a e x = b).
Nesse caso, o0 valor encontrado € numericamentedguaa entre o grafico da funcéo, as
retas x =aex =b e o eixo x.

O comando para tal calculolétegral[funcéo f, nimero a, nimero b]
Podemos ainda determinar a area definida entreafisag de duas fungdes, entre as abscissas

X=aex=h.
Para esse segundo caso, o comantitegral[funcao f, funcdo g, nimero a, numero b]

Vejamos dois exemplos:

1) Qual a area definida pelo grafico da funcédo f(xj2= + 1)/(x + 4), 0 eix0o X e as
abscissas x =-10 e x = -5?

Na janela de texto, digite f(x) = (2 x + 1) / ()4ye ENTER
Em seguida, digite Integral [f, -10, -5] e ENTER

O software vai retornar o val@R,54 que é numericamente igual a area pedida.



2) Qual a area definida entre as curvas f(x) = xX-#1 e g(x) = -x + 2 e as abscissas
x=-1lex=07?

Na janela de texto, digite f(x) = x3-4 x + 1 e HER.
Em seguida, digite g(x) =-x + 2 e ENTER.
Em seguida, digite Integral [f, g, -1, 0] e ENTER.

O software vai retornar o val0r25 que é numericamente igual a area pedida.

Atividade 11: Curvas Conicas

O GeoGebra possui diversos recursos para trabalmoas curvas conicas. Nesta aplicacao
usaremos o recurso “Coénica definida por 05 pondmsaiinhados”.

Clicamos no iconeG existente na sétima janela da luke ferramentas. Marcamos 0s
cinco pontos na janela grafica e, automaticamentrva correspondente sera tracada. Na
janela algébrica aparece a equacéo da curva eetecadas dos pontos marcados.



No exemplo apresentado acima, os pontos escolpimosds definiram uma elipse. Pedimos
com o botao direito do mouse que a equacao apasegago ao grafico.

Algumas dicas finais:

No menu “editar” existe o item “desfazer” onde vui#Elera anular operacdes feitas
com algum erro.

Vocé pode fazer objetos desaparecerem ou aparecdicando sobre eles com o
botédo direito do mouse e escolhendo a opcéo “eaijeto”.

No menu “exibir”, eixos e malha podem aparecer@sagarecer da janela gréafica.

Vocé poderd aumentar ou diminuir o zoom da areficgrdastando manter segura a
tecla CTRL e mover o botdo de rolagem do mouse.

Na ultima janela de icones existe a op¢éo “deslepars” onde vocé podera clicar
para posicionar o grafico na forma que achar nmseniente.

No menu “exibir — protocolos de constru¢do” voc&lgra revisar, passo a passo,
todos os procedimentos usados para a construgao.



Na secdo “entrada geométrica” do menu “ajuda” viec& mais informacdes sobre
constru¢cdes com 0 mouse.

Se vocé ainda ndo tem o software instalado em a@puwtador, podera instala-lo de
diversos sites da Internet, jA que é um software.liAbaixo segue um dos links para

instalagao.

http://www.baixaki.com.br/download/geogebra.htm

E claro que agora, com esses primeiros passos yomkera investigar e descobrir muitas
outras interessantes aplicagfes desse poderoswamdtlivre que € o GeoGebra.

Para maiores informacdes e complementos:

Marco de 2010
llydio Pereira de S&

ilydio@gmail.com

"A Matematica é o alfabeto com o qual Deus
escreveu o Universo."

(Galileu Galilei)



